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Ripasso sugli alberi binari...



Alberi Binari 4
d Albero binario perfetto O Albero binario completo
» Tutte le foglie hanno la » Tutte le foglie hanno
stessa altezza h profondita h o h-1
» I nodi interni hanno due figli » Tutti i nodi a livello h sono
(sono di grado 2) “accatastati” a sinistra
» Tutti i nodi interni hanno
QO Un albero perfetto grado 2, eccetto al piu uno

» Ha altezza log N

» Un albero di altezza h,
contiene 2h+1-1

PEte
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Heap...



Heap = Albero binario completo
che soddisfa la “heap property”

Min-heap: i valori dei nodi sono minori dei valori
sui nodi figlio ovvero, A[Parent(i)] < A[i]

Max-heap: i valori dei nodi sono maggiori dei
valori sui nodi figlio ovvero, A[Parent(i)] = A[i]

C’e un ordinamento parziale sui valori nei nodi
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Esempio di min-heap e max-heap 7

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/69/Min-heap.png

Immagini da Wikipedia
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bf/Max-heap.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bf/Max-heap.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bf/Max-heap.png

Come rappresento una (min/max) heap? s

Due rappresentazioni: alberi binari oppure
array-heap per alberi binari completi

N
16/14/10/ 87|93 411
A Y e ——
(a) (b)
d A[1] contiene la radice
Q Parent(i) = Li/2]
d Left(i) = 2i mentre Right(i) = 2i+1




Rappresentare un max-heap con un array?
# elementi heap < # elementi array
A[1] contiene la radice
Parent(i) = Li/2]

Left(i) = 2i mentre Right(i) = 2i+1
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Tipo di Dato Astratto per la Heap

template<class Elem,class Comp> class maxheap/{

private:
Elem* Heap; // Pointer to the heap array
int size; // Maximum size of the heap
int n; // Number of elems now in heap
void siftdown (int); // Put element in place
public:

maxheap (Elem* h, int num, 1int max);
int heapsize () const;

bool islLeaf (int pos) const;

int leftchild(int pos) const;

int rightchild(int pos) const;

int parent (int pos) const;

bool insert (const Elemé&) ;

bool removemax (Elemé&) ;

bool remove (int, Elemé&) ;

void buildHeap() ;
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Gestione delle max-heap

Max-heapify
mantiene la proprieta di max-heap

Build-Max-Heap
costruisce un max-heap da zero

Heapsort
ordina un array sul posto
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Procedura max-heapify 12

Q Heapify(A,i): ripristina la proprieta di Heap nel sottoalbero
radicato in i assumendo che i suoi sottoalberi destro e
sinistro siano gia degli Heap

d Input
» Un array A e un indice i

» Gli alberi binari con radici Left(i) e Right(i)
sono max-heap

» Ma l'albero binario con radice i non € un max-heap

A Obiettivo
» Ripristinare la proprieta di max-heap
sul sottoalbero con radice i
» Far “scendere” I'elemento A[i] nell'array
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Esempio di Heapify(a,i) 13

O Assumiamo di avere due heap H,; e H, con radici A[2i] e
A[2i+1] (nel caso di implementazione in un vettore) e un
nuovo elemento v in posizione i
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Esempio di Heapify(a,i) 14

O Assumiamo che il valore v in posizione i violi la proprieta di
heap ovvero, v<A[2i] oppure Vv<A[2i+1]
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Esempio di Heapify(a,i) 15

O Scambia v in posizione i con la piu grande delle radici
d Supponiamo ad esempio che A[2i]=A[2i+1]
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Esempio di Heapify(a,i) 16

d Scambia A[i] con A[2i]
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Esempio di Heapify(A,i) 17

[ Applica ricorsivamente la procedura di Heapify sul
sottoalbero la cui radice e stata scambiata

[ In questo caso si riapplica al sottoalbero di radice 2i, ovvero
Heapify(A,2i)

Heapify(A,2i)
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Pseudocodice max-heapify 18

max—heaplify (A, 1)

1 := left (1)

r := right (1)

if (1 £ A.heapsize and A[1l] > A[i])
then max := 1

else max := 1

if (r £ A.heapsize and A[r] > A[max])
then max := r

1f max # 1 then
swap (A, i, max)

max—heapify (A, max)
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Procedura build-max-heap() 19

A Principio generale
» Sia A[1..N] un array da ordinare

» I nodi A[LN/2J+1..N] sono foglie dell'albero
e quindi heap di un elemento da cui iniziare

d La procedura build-max-heap() attraversa i restanti nodi
dell'albero ed esegue max-heapify()

build-max-heap (A)
A.heapsize := A.length
for (i=A.length/2; i>=1; i--)
max—heapify (A, 1);
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Heapsort

O Intuizione

20

» Il primo elemento dello heap € sempre il massimo

» Andrebbe collocato nell'ultima posizione

» L'elemento in ultima posizione? Viene messo in testa
» Chiama max-heapify() su n-1 elementi,

per ripristinare la situazione

heapsort (A)
build-max—-heap (A)
for (i=n; n>=2; 1--)

swap (A, 1, 1)
A.heapsize := A.heapsize-1

max—heapify (A, 1)

Prof. Pier Luca Lanzi - I

// array di n elementi

POLITECNICO DI MILANO




Animazione Heapsort 21

Animazione del heapsort da Wikipedia
Heapsort
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http://en.wikipedia.org/wiki/
http://de.wikipedia.org/wiki/Image:Sorting_heapsort_anim.gif

Code di priorita



Code di priorita

memorizzano insiemi di oggetti
a Cui e associata una priorita

restituisce |'elemento di priorita maggiore

Esempio: sistema operativo multitasking,
| job in esecuzione hanno diverse priorita

Implementazione: max-heap
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Operazioni su Code di Max Priorita 24

d insert(S, x)
inserisce |I'elemento x nella coda

d maximum(S)
restituisce I'elemento in S con priorita piu alta

d extract-max(S):
rimuove e restituisce I'elemento in S con priorita piu alta

d increase-priority(S, X, k):
aumenta la priorita di x al nuovo valore k, dove k>x.p
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Complessita...



Complessita?
Max-heapify, nel caso medio, € ©(log n)
Build-Max-Heap e ©(log n)
Heapsort € ©(nlog n)

max-heap-insert, heap-extract-max,
heap-increase-key, ecc. sono O(log n)
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Problemi



Problemi 28

O Problema 1: Considerare i valori memorizzati in un vettore,
1320328015 224060938142
Rappresenta una heap? (motivare opportunamente la risposta)

O Problema 2: Definiamo “invecchiamento” della heap |'operazione
con cui € possibile decrementare/incrementare tutte le chiavi della
stessa quantita. Esiste un algoritmo banale di complessita ©(n).
Delineare una struttura dati che estendendo il concetto di heap che
abbiamo visto permetta di effettuare l'invecchiamento in ©(1).

O Problema 3: Scrivere una classe C++ per implementare una coda
FIFO utilizzando una heap.

O Problema 4: Qual € il numero minimo e massimo di una heap di
altezza h? (motivare opportunamente la risposta).

Prof. Pier Luca Lanzi - l POLITECNICO DI MILANO




Sommario



Sommario 30

[ Heap: albero binario completo che soddisfa la heap property

d Due implementazioni
» Alberi binari
» Array

d Tre procedure principali (max o min)
» Max-heapify: mantiene la proprieta di max-heap
» Build-Max-Heap: costruisce un max-heap da zero
» Heapsort: ordina un array sul posto

a Code di priorita
» Memorizzano insiemi di oggetti con una priorita
» Implementate tipicamente con una max-heap
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